CPI2-UM6P Analyse 3 Prof : Taha EL BAKKALI EL KADI

TD N°2 : Les espaces vectoriels normés

Exercice 1

Soient A et B deux fermés disjoints non vides d’un espace vectoriel normé E. Considérons
lapplication : ¢ : E — R, x+—d(z,A)—d(z,B), ou d(z,A) =inf{||z—al :a € A} désigne
la distance de = a A.

1. Montrer que : Vo € A, ¢(z) <0 et Yx € B, ¢(x)>0.

2. En déduire qu'il existe deux ouverts disjoints U et V vérifiant AC U et BC V.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel normé sur R et soit ¢ : E — R une forme linéaire non identiquement
nulle. On veut montrer que ¢ est continue si, et seulement si, le noyau de ¢ est fermé.

1. Démontrer le sens direct.

2. Réciproquement, on suppose que le noyau de ¢ est fermé.

(a) Montrer que ¢~ 1({1}) est un fermé de E, et déduire qu'il existe r > 0 tel que :

B(0,r) N~ ({1}) = 0.

(b) Démontrer que

x € B(0,r

~—

= (@)l <L

3. Conclure.

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel normé sur R et soit ¢ : E — R une forme linéaire non identiquement
nulle. On veut redémontrer le résultat de exercice 1 par une autre méthode. Supposons que
le noyau de ¢ est fermé.

1. Démontrer que pour tout a & Ker(y), on a : E =Ka @ ker(p).
2. Justifier que d(a,Ker(p)) > 0 et déduire que ¢ est continue.

Exercice 4

1. Soient A, B € M,(R). Supposons que (AB)"™ — O. Montrer que (BA)"™ — O.

2. Soient A, B € My,(R) telles que AB = BA. Supposons que A™ — P et B™ — Q. Montrer
alors que P et () commutent.

3. Soit (Ay)n une suite de matrices inversibles de M, (K). Supposons que A, — A et
A, 1 B. Montrer que A est inversible et préciser A~ 1.

4. Soit A € Mp(C). Supposons que A" — B. Montrer que B est la matrice d’un projecteur.
5. Soit A € M,(R) diagonalisable vérifiant Sp(A) C] —1,1[. Montrer que A™ — 0.




Exercice 5

On note ¢! I'espace des suites réelles = = (1, ),en telles que la série 3 2, converge absolument.
On munit ¢! de la norme :
+o00
lzll = > lanl.
n=0

1. Pour n € N, notons ¢ 1a suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice n qui
vaut 1. Montrer que : I’ = Vect (e(”) |ne N) est dense dans ¢!

2. Soit a = (an)peN une suite réelle bornée. Montrer que 1’application :
+o00
Ya s — R, z+— Zanxn
n=0

est une forme linéaire continue sur ¢!, et déterminer sa norme subordonnée.

3. Réciproquement, montrer que toute forme linéaire continue sur ¢! est de la forme ¢,
avec a une suite réelle bornée.

Exercice 6

Montrer que Dy, (C), 'ensemble des matrices diagonalisables de M, (C), est dense dans M, (C).

Exercice 7

1. Montrer que I'application suivante est continue :
D: M,(C)—C,[X], A—xa
2. Soit B € M, (C). Montrer que YA € GL,(C), xaB=XBA-

3. En déduire que : VA, B € M,(C), xaB=XxBA-

4. Montrer que I'application suivante est continue :
W Cp[X] x Mp(C) — M,(C), (P,A)— P(A).

5. Montrer que pour toute matrice diagonalisable A, on a : x4(A) = 0.
6. En déduire le fameux théoréeme de Cayley-Hamilton : VA € M, (C), xa(A4)=0.

Exercice 8

Pour A € §;,(R), on note p(A) le rayon spectral de A, c’est-a-dire
p(A) =max{|A|, A € Sp(A)},

et on note ||Al|]2 la norme sur My (R) subordonnée & la norme || - ||2 sur R™.

Montrer que VA € §,,(R), on a
[ All2 = p(A).




